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ABSTRAK 
Tugas akhir ini bertujuan untuk mendapatkan tingkat produksi sumber energi pada model sumber 
energi tak terbarukan yang optimal. Oleh karena itu, untuk mendapatkan tingkat produksi sumber 
energi pada model sumber energi tak terbarukan yang optimal tersebut digunakan teori kendali 
optimal. Dengan menggunakan persamaan dinamik dan fungsi tujuan, lalu dibentuk persamaan 
Hamilton dan persamaan Lagrange. Kemudian dibentuk persamaan tingkat produksi sumber energi 
tak terbarukan yang optimal. Berdasarkan contoh yang diberikan, maka diperoleh kurva tingkat 
produksi sumber energi tak terbarukan mengalami penurunan pada waktu yang telah ditentukan. 
Sumber energi tak terbarukan mengalami penurunan disebabkan karena adanya persaingan dengan 
sumber energi terbarukan. 
kata kunci: Kendali Optimal, Persamaan Hamilton, Persamaan Lagrange, Sumber Energi tak 
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ABSTRACT 
This final task is intended to get the level of production of energy sources in optimal non-renewable 
energy sources. Therefore, to obtain the level of production of energy sources in the optimal non-
renewable energy sources model,optimal controltheory is used by using dynamic equations and 
purpose functions, then equations of Hamilton and Lagrange are shaped. Then an optimum 
regulation-level production equation for non-renewable energy sources was established. According 
to the example given, non-renewable energy source production curve falls at a specified time. 
Renewable energy sources are being slowed down as they become competitive with renewable 
energy sources.. 
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DAFTAR SIMBOL  
𝐻      ∶ Fungsi Hamilton. 
𝐽       ∶ Fungsi Objektif. 
𝛽(𝑡)  ∶ Dampak yang berpengaruh pada energi tak terbarukan.  
𝛼(𝑡)  ∶ Persentase tingkat pertumbuhan produksi sumber energi tak terbarukan.  
𝑥(𝑡)  ∶ Tingkat kapasitas produksi sumber energi tak terbarukan pada waktu t.    
𝑘(𝑡)  ∶ Tingkat kapasitas produksi sumber energi terbarukan pada waktu t.    
𝑞1(𝑡) ∶ Parameter usaha pengembangan untuk sumber energi terbarukan.   
𝑞2(𝑡) ∶ Parameter usaha pengembangan untuk sumber energi tak terbarukan.  
𝑢1(𝑡) ∶ Kendali tingkat produksi sumber energi terbarukan. 
𝑢2(𝑡) ∶ Kendali tingkat produksi sumber energy tak terbarukan. 
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BAB I  
PENDAHULUAN   
1.1 Latar Belakang 
Energi tak terbarukan didefinisikan sebagai energi yang diperoleh dari sumber 
daya alam yang waktu pembentukannya sampai jutaan tahun. Sumber energi tersebut 
tidak tersedia secara terus menerus, tidak berkesinambungan, dan pada saatnya sumber 
energi tersebut akan habis. Dikatakan tak terbarukan karena, apabila sejumlah 
sumbernya dieksploitasikan, maka untuk mengganti sumber sejenis dengan jumlah 
sama, baru mungkin atau belum pasti akan terjadi jutaan tahun yang akan datang. Hal 
ini karena, disamping waktu terbentuknya yang sangat lama, cara terbentuknya 
lingkungan tempat terkumpulkan bahan dasar sumber energi ini pun tergantung dari 
proses dan keadaan geologi saat itu. Sumber-sumber energi tak terbarukan keluar dari 
tanah sebagai cairan, gas, dan padat. Menurut [1] Minyak mentah (petroleum) adalah 
satu-satunya bahan bakar tak terbarukan komersial yang secara alami dalam bentuk cair. 
Minyak bumi atau minyak mentah merupakan senyawa hidrokarbon yang berasal dari 
sisa-sisa kehidupan purbakala (fosil), baik berupa hewan, maupun tumbuhan. Gas alam 
dan propana biasanya berbentuk gas, dan batubara adalah padat. 
Pertumbuhan jumlah penduduk yang terus meningkat menyebabkan permintaan 
energi semakin meningkat. Sektor energi memiliki peran yang sangat penting dalam 
rangka mendukung berlangsungnya proses pembangunan nasional [2]. Energi sebagian 
besar digunakan pada sektor rumah tangga, industri dan transportasi, sedangkan 
cadangan bahan bakar fosil seperti minyak bumi, gas alam dan batu bara yang selama 
ini merupakan sumber utama energi yang jumlahnya semakin menipis [3]. Hal seperti 
ini menyebabkan timbulnya ke khawatiran akan terjadinya kelangkaan bahan bakar di 
masa yang akan datang maka dari itu manusia harus bijak dalam memanfaatkan sumber 
energi tak terbarukan ini, agar cadangan sumber energi tak terbarukan ini tidak mudah 
habis dan dapat digunakan oleh generasi selanjutnya. 
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Menurut [4], Kepala Pusat Studi Energi (PSE) UGM, pemanfaatan sumber 
energi terbarukan menjadi solusi pemenuhan kebutuhan energi yang semakin lama 
semakin besar di masa mendatang. Sumber daya energi terbarukan memiliki 
keunggulan, yakni dapat diproduksi dalam waktu relatif lama di bandingkan dengan 
sumber energi tak terbarukan. "Namun, sumber daya energi terbarukan selama ini belum 
di manfaatkan secara optimal di Indonesia," tuturnya saat berbicara dengan wartawan 
di Ruang Multimedia UGM, Jumat (27/3). Energi fosil terdiri dari minyak bumi, batu 
bara, dan gas. Pemanfaatan batu bara merupakan yang paling tinggi, yaitu sekitar 75 
tahun lagi akan habis, gas masih dapat bertahan sampai 33 tahun lagi. Sedangkan 
minyak bumi merupakan sumber energi fosil yang paling kecil, yaitu masih dapat 
dimanfaatkan hanya sekitar 12 tahun lagi bila ditemukan cadangan baru. 
Berdasarkan [5] mengenai pasokan energi primer berdasarkan jenis energi tahun 
2011 dan 2050 menyebutkan bahwa pasokan energi primer pada tahun 2011 didominasi 
oleh minyak bumi 48% kemudian diikuti oleh batu bara 27%, gas 21% dan energi 
terbarukan 4%. Berdasarkan kebijakan energi nasional sebagaimana tercantum dalam 
PP 79/2014, peran minyak bumi dalam bauran energi primer pada tahun 2050 harus 
diturunkan menjadi 20%. Batu bara yang persentasenya harus diturunkan menjadi 25% 
pada tahun 2050. Sedangkan persentase minyak bumi dalam bauran energi primer harus 
ditingkatkan menjadi 24% pada tahun 2050. 
Penurunan cadangan minyak bumi di Indonesia ini merupakan penurunan 
cadangan minyak yang paling signifikan dan progresif di Asia. Permasalahan ini 
sebenarnya telah mulai di rasakan, di tandai dengan ketergantungan Indonesia terhadap 
impor minyak di bandingkan dengan produksi minyak sendiri. Jika hal ini terus 
berlanjut, maka Indonesia diperkirakan akan menjadi importir bahan bakar minyak 
terbesar di dunia pada tahun 2018. 
Karena ketergantungan terhadap sumber energi tak terbarukan cukup besar dan 
cadangan semakin sedikit, maka hal ini perlu dikendalikan. Pengendalian itu bisa 
dilakukan secara sistematis dengan teori kendali. Aplikasi teori kendali untuk 
mengendalikan sumber energi tak terbarukan ini dapat kita lihat pada jurnal penelitian 
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[6] yang menjelaskan tentang suatu model energi yang terbarukan dan tidak terbarukan, 
dengan tingkat produksi optimal dan waktu yang dibutuhkan mencapai tingkat produksi 
yang optimal. Dan persamaan yang digunakan pada teori kendali itu adalah persamaan 
dinamis dan persamaan diferensial linear. Adapun persamaan tersebut dengan tingkat 
produksi pada waktu t yang diselesaikan menggunakan prinsip minimum pontryagin. 
Berdasarkan penelitian [6], Penulis tertarik untuk mengembangkan penelitian 
penentuan tingkat produksi energi pada sumber energi tak terbarukan dengan merubah 
prinsip minimum pontryagin pada jurnal [6] dan menggantinya dengan persamaan 
diferensial orde dua. Sehingga penulis mengambil judul “ Kendali Optimal untuk 
Tingkat Produksi Energi pada Model Sumber Energi Tak Terbarukan ”. 
1.2 Rumusan Masalah 
Berdasarkan uraian latar belakang di atas maka dapat diberikan rumusan 
masalah yaitu “Bagaimana tingkat produksi energi yang optimal pada model sumber 
daya alam untuk energi tak terbarukan?” 
1.3 Batasan Masalah 
Berdasarkan rumusan masalah di atas maka batasan masalah dalam penulisan 
tugas akhir ini adalah: 
1. Fungsi tujuan merupakan fungsi tujuan untuk waktu berhingga. 
2. Persamaan diferensial dinamik model untuk sumber energi tak terbarukan . 
3. Persamaan diferensial yang digunakan merupakan persamaan diferensial orde dua 
non homogen. 
4. Tingkat produksi yang dianalisa untuk tingkat produksi energi tak terbarukan. 
1.4 Tujuan Penelitian  
Adapun tujuan penelitian pada tugas akhir ini adalah untuk mendapatkan tingkat 







1.5 Manfaat Penelitian 
Manfaat dari penelitian ini bagi penulis maupun bagi orang lain adalah sebagai 
berikut: 
1. Sebagai wawasan dan ilmu pengetahuan yang baru untuk menambah pengetahuan 
tentang sistem kendali. 
2. Memberi konstribusi bagi pembaca untuk membantu mempelajari dan 
memperdalam masalah kestabilan tentang sumber energi tak terbarukan. 
3. Sebagai literature penunjang khususnya bagi mahasiswa yang menempuh mata 
kuliah teori kendali. 
4. untuk mengetahui bagaimana kestabilan tingkat produksi energi dari model sumber 
energi tak terbarukan. 
1.6 Sistematika Penulisan 
Sistematika penulisan laporan tugas akhir ini terdiri dari pokok-pokok 
permasalahan yang akan dibahas pada masing-masing yang diuraikan menjadi  beberapa 
bagian: 
BAB I PENDAHULUAN 
Bab ini membahas tentang gambaran umum isi tugas akhir yang meliputi latar 
belakang masalah yang akan dibahas, kemudian dilanjutkan dengan rumusan 
masalah, batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika 
penulisan. 
BAB II LANDASAN TEORI 
Bab ini membahas tentang teori-teori yang mendukung bagian pembahasan. 
BAB III METODOLOGI PENELITIAN 
Bab ini berisikan langkah-langkah dalam penelitian. 
BAB IV PEMBAHASAN 
Bab ini membahas tentang penjabaran dalam mecari tingkat produksi sumber 
energi tak terbarukan. 
BAB V PENUTUP 





2.1 Persamaan Diferensial  
Persamaan diferensial adalah suatu bentuk Persamaan yang memuat derivatif 
(turunan) satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas suatu 
fungsi [7]. Maka untuk memahami Persamaan diferensial di atas maka akan di berikan 
contoh sebagai berikut: 
Contoh 2.1: 














) + 3𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 𝑡 ;     




 atau ?̇? =
𝑑𝑥
𝑑𝑡
                   (2.1) 
2.2 Persamaan Diferensial Biasa dan Ordernya 
       Persamaan diferensial biasa merupakan persamaan diferensial yang memuat 
turunan biasa satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas [8]. Order 
suatu persamaan diferensial merupakan pangkat tertinggi turunan dalam persamaan 
diferensial, untuk lebih jelasnya maka diberikan contoh sebagai berikut: 
Contoh 2.2:  
Tentukan berapa order pada persamaan diferensial dibawah ini: 
1.  𝑦′ − cos 𝑥 + sin 𝑥 = 0                 persamaan diferensial order satu 
2.  𝑦′′ + 7𝑦′ − 5𝑦 = 0                  persamaan diferensial order dua 







2.3 Persamaan Diferensial Biasa Order Satu 
Persamaan diferensial biasa order satu adalah persamaan diferensial biasa yang 
turunan tertingginya berorder satu [9]. Secara umum persamaan diferensial biasa order 
satu dapat di tulis dalam bentuk sebagai berikut: 
𝑑𝑦
𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦)                    (2.2) 
Dengan f (x,y) adalah fungsi dalam dua variabel yang diberikan dan kontinu di x 
dan y. Dalam bukunya [10] apabila fungsi f dalam Persamaan (2.2) berbentuk linear 
pada variabel bebas y , maka persamaan tersebut dapat dituliskan dalam bentuk :  
𝑑𝑦
𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥)                               (2.3) 
dengan   dan   dalam fungsi x. Solusi untuk Persamaan (2.3) dalam fungsi x 
dapat ditulis sebagai berikut :  
 𝑦 = 𝑒− ∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥[∫ 𝑄(𝑥)𝑒∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶]                 (2.4) 
Contoh 2.3: 
Tentukan solusi umum dari Persamaan diferensial 𝑦′ = 2𝑦, dimana 𝑦(0) = 2. 
Penyelesaian: 










𝑑𝑦 =  ∫ 𝑑𝑥 
1
2
𝑙𝑛 𝑦 + 𝐶 = 𝑥 + 𝐶 
1
2
𝑙𝑛 𝑦 − 𝑥 + 𝐶= 0, ingat log ab = b log a 
𝑙𝑛 𝑦
1









2 =  𝑒𝑥. 𝑒𝑐 
𝑦
1
2 =  𝑒𝑥. 𝑐 
𝑦 = (𝑐𝑒𝑥)2 
Karena syarat awal 𝑦(0) = 2 maka 
2 = (𝑐𝑒0)2 
𝑐2 = 2 
𝑐 = √2 
Sehingga solusi umum dari Persamaan diferensial biasa dengan syarat awal yaitu: 
𝑦 = (√2 𝑒𝑥)
2
 atau 𝑦 = 2𝑒2𝑥 
2.4 Persamaan Diferensial Biasa Orde Dua Homogen Koefisien Konstan  
Persamaan diferensial biasa orde dua adalah suatu bentuk Persamaan yang 
memuat derivatif (turunan) satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu atau lebih 
variabel bebas suatu fungsi yang turunan keduanya merupakan turunan tertinggi [7]. 
Secara umum Persamaan diferensial biasa orde dua dapat di tulis dalam bentuk sebagai 
berikut: 






+ 𝑐𝑦 = 𝑔(𝑥)          (2.5) 
Dimana a, b dan c merupakan koefisien masing - masing dalam persamaan. Jika 
𝑓(𝑥) = 0 maka Persamaan diferensial orde dua tersebut homogen, jika 𝑓(𝑥) ≠ 0 maka 
Persamaan tersebut merupakan Persamaan diferensial nonhomogen. Selanjutnya di 
misalkan 𝑦𝑐(𝑥) = 𝑐1𝑦1(𝑥) + 𝑐2𝑦2(𝑥) adalah penyelesaian untuk persamaan homogen. 






+ 𝑐𝑦 = 0          (2.6) 
Persamaan (2.6) dapat diselesaikan dengan memisalkan 𝑦 = 𝑒𝑟𝑡, sehingga  di peroleh: 






+ 𝑐𝑒𝑟𝑡 = 0 
     𝑎𝑟2𝑒𝑟𝑡 + 𝑏𝑟𝑒𝑟𝑡 + 𝑐𝑒𝑟𝑡 = 0 
     𝑒𝑟𝑡(𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐) = 0 
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𝑐𝑦 = 0 jika dan hanya jika 𝑟 memenuhi Persamaan karakteristik sebagai berikut: 
𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0                                 (2.7) 
 Penyelesaian dari Persamaan 𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 adalah sebagai berikut:  
      𝒓𝟏 =  
−𝒃+ √𝑫
𝟐𝒂
   
𝒓𝟐 =  
−𝒃 − √𝑫
𝟐𝒂
   
Penyelesaian khusus dari persoalan Persamaan diferensial linear orde dua dengan 
Persamaan karakteristik pada  𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 ini memiliki 3 kemungkinan. 
 Adapun 3 kemungkinan dalam mencari akar – akar Persamaan karakteristik yaitu 
sebagai berikut: 
1. Akar – akar Persamaan  karakteristik real dan berbeda (𝑏2 − 4𝑎𝑐 > 0). 
Dalam hal ini akar Persamaan  karakteristik real dan berbeda jika akar – akar 
𝑟1 dan 𝑟2 pada Persamaan karakteristik 𝑎𝑟
2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 memiliki solusi basis 𝑦1 =
𝑒𝑟1𝑡 𝑑𝑎𝑛 𝑦2 = 𝑒
𝑟2𝑡 , maka penyelesaian umum dari Persamaan 𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 
adalah sebagai berikut: 
𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝑟1𝑡 + 𝑐2𝑒
𝑟2𝑡                   (2.8) 
Dimana c1 dan c2  adalah konstanta sembarang. 
2. Akar – akar Persamaan karakteristik real ada yang sama (𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 0). 
Jika akar – akar 𝑟1 dan 𝑟2 pada Persamaan karakteristik 𝑎𝑟
2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 
mempunyai dua akar real yang sama dimana ( 𝑟1 =  𝑟2) maka solusi basis 𝑦1 =
𝑒𝑟𝑡 dan 𝑦2 = 𝑒
𝑟𝑡. Karena harus mencari kombinasi yang konkrit maka kita misalkan 
𝑦2 = 𝑥  𝑒
𝑟𝑡 maka penyelesaian umum dari Persamaan 𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 adalah 
sebagai berikut: 
𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝑟𝑡 + 𝑐2𝑥 𝑒
𝑟𝑡                   (2.9) 
Dimana 𝑐1 dan 𝑐2  adalah konstanta sembarang. 
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3. Akar – akar Persamaan karakteristik kompleks (𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0). 
Jika akar – akar 𝑟1dan 𝑟2 adalah bilangan kompleks  ir 1  dan  ir 2  pada 
Persamaan karakteristik 𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 maka penyelesaian umum dari 
Persamaan 𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 adalah sebagai berikut: 
𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼𝑡(𝑐1𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑥)                (2.10) 
Dimana 𝑐1 dan 𝑐2  adalah konstanta sembarang. 
Kemudian 𝒙𝒑 (𝒕) adalah penyelesaian untuk persamaan non homogen. Maka  
penyelesaian umum dari Persamaan (2.5) dapat ditulis dalam bentuk sebagai berikut: 
𝑦(𝑥) = 𝑦𝑐(𝑥) + 𝑦𝑝(𝑥)                                                                          
Contoh 2.4 : 
Tentukan Persamaan karakteristik dari Persamaan diferensial orde 2 homogen berikut: 
𝑦′′ + 5𝑦′ + 6𝑦 = 0 
Penyelesaian: 
Terlebih dahulu di buat Persamaan karakteristiknya yaitu :  
𝑟2 + 5𝑟 + 6 = 0 
Dengan menggunakan faktorisasi maka  
(𝑟 + 2)(𝑟 + 3) = 0 ,  𝑟1 = −2 atau 𝑟2 = −3 




2.5 Bentuk Kuadratik  
Menurut [11], bentuk kuadratik itu sebagai berikut:  
 xTAx                 (2.11)              
Dengan entri - entri matriks  adalah cij = cji untuk semua  dan . Kemudian jika 
diberikan xT = [x1,x2,...xn] maka Persamaan (2.11) dapat dituliskan menjadi notasi sigma 
yaitu :  
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                                                                                                                 (2.12) 
Persamaan (2.12) merupakan bentuk kuadratik dengan  banyak variabel yaitu
 dengan  dan . 
Sifat definit dari persamaan kuadratik (2.11) dapat diperoleh dengan menghitung nilai 
eigen dari matriks A berdasarkan [12]. jika A matriks simetri berukuran  dan 
 merupakan nilai eigen dari matriks  maka bentuk kuadratik  
memenuhi :  
1. Definit  positif jika dan hanya jika  untuk semua .  
2. Semi definit positif jika dan hanya jika  untuk semua .  
3. Definit negatif jika dan hanya jika  untuk semua .  
4. Semi definit negatif jika dan hanya jika  untuk semua .  
5. Sifat undefinit tidak memenuhi empat sifat di atas.  
Selanjutnya untuk lebih memahami sifat definit, maka diberikan contoh sebagai 
berikut:  
Contoh 2.5:  
Ubahlah bentuk kuadratik dari [𝑥1  𝑥2]  [
4 4
4 4
] ke notasi sigma dan tentukan sifat definit 
dari matriks 𝐴.  
Penyelesaian:  







2 + 8𝑥1 𝑥2 +  4𝑥2
2 
= 4𝑥1
2 + 4𝑥1 𝑥2 + 4𝑥1 𝑥2 +  4𝑥2
2 
                   =  4𝑥1 𝑥1 + 4𝑥1 𝑥2 + 4𝑥1𝑥2 + 4𝑥2 𝑥2 






Selanjutnya untuk sifat definit didapatkan sebagai berikut: 
Dari matriks 𝐴 =  [
4 4
4 4
] didapat nilai eigennya 
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Det (𝜆𝐼 − 𝐴) = 0 






] = 0 
𝐷𝑒𝑡 [
(𝜆 − 4) −4
−4 (𝜆 − 4)
] = 0 
((𝜆 − 4)(𝜆 − 4)) − (−4 − 4) = 0 
𝜆2 − 8𝜆 = 0 
𝜆1 = 0 , 𝜆2 = 8 
Jadi, dari nilai eigen dapat disimpulkan bahwa bentuk kuadratik di atas memiliki sifat 
semi definit positif.  
 
2.6 Masalah Umum Kendali Optimal Waktu Kontinu  
Masalah umum kendali optimal waktu kontinu untuk Persamaan diferensial 
dinamik untuk waktu t. Menurut [13] diberikan Persamaan diferensial dinamik yaitu: 
ẋ (𝑡) = 𝑓(𝑥 (𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)                                                                                              (2.13)  
Dimana   nRtx  adalah vektor state dan   mRtu   adalah fungsi kendali. Fungsi 
tujuan yang akan dicapai yaitu meminimalkan fungsi objektif, dengan Persamaan :  
      𝐽(𝑡0) = 𝑞(𝑥(𝑇𝑓)) + ∫ 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡
𝑇 𝑓
𝑡0
                                                            (2.14)  
Dengan t0 adalah waktu awal dan Tf adalah waktu akhir.  
Selanjutnya, menurut [14], untuk mencari solusi masalah kendali optimal waktu 
kontinu maka di definisikan Persamaan - Persamaan berikut yang diperlukan untuk 
sebuah proses meminimalkan fungsi objektif. Oleh karena itu, berdasarkan Persamaan 
(2.13) dan (2.14) maka dibentuk Persamaan Hamilton dan Persamaan Lagrange, yaitu  
𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑡)  =  𝑔(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)  +  𝜆𝑇(𝑡)𝑓 (𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)            (2.15) 
dan Persamaan Lagrange adalah sebagai berikut:  
𝐿 =  𝑔(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) +  (𝜆 –  𝜇) 𝑓 (𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)             (2.16)   
selanjutnya berdasarkan Persamaan Hamilton (2.15) dan Persamaan Lagrange (2.16) 
dibentuk Persamaan-Persamaan  
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  𝐻𝑢2 = 0                                                                                                                   (2.17) 
     𝐿𝑥 = −?̇?                                                                                                                (2.18) 
              𝐿𝑢2 = 0                                                                                                                   (2.19)  
Kemudian dari Persamaan (2.18) tersebut dapat di bentuk Persamaan diferensial 
orde dua untuk mendapatkan fungsi kendali yang optimal.  
 
2.7 Model Sistem Dinamik Tingkat Produksi Sumber Energi Tak Terbarukan   
Sistem dinamik dari permasalahan energi tak terbarukan merupakan model 
matematika berdasarkan pada model Lotka-Voltera. Bentuk model tersebut dinyatakan 
dalam bentuk Persamaan diferensial linear. Adapun model matematika dari sistem 
dinamik sumber energi tak terbarukan adalah sebagai berikut:  
 ?̇?  =  
𝑑𝑥
𝑑𝑡
= 𝛼𝑢2 − 𝛽𝑥𝑘                                      𝑡 ∈ ⌊𝑡0 , 𝑡𝑓⌋                                    (2.20) 
Dimana: 
𝑥 ∶ Tingkat kapasitas produksi sumber energi tak terbarukan pada waktu t. 
𝑘 ∶ Tingkat kapasitas produksi sumber energi terbarukan waktu t. 
𝛼 ∶ Persentase tingkat pertumbuhan dalam produksi sumber energi tak terbarukan. 
𝛽 ∶ Konstanta positif yang merepresentasikan dampak yang berpengaruh pada produksi 
energi tak terbarukan akibat adanya persaingan dengan tingkat produksi sumber 
energi terbarukan. 









                                                                                         (2.21) 
Dengan, 
𝑢1: Kendali tingkat produksi sumber energi terbarukan. 
𝑢2 : Kendali tingkat produksi sumber energi tak terbarukan. 
𝑞1 : Parameter usaha pengembangan energi dalam hal investasi modal,   pemeliharaan 
dan biaya insfrastruktur untuk sumber energi terbarukan. 
13 
 
𝑞2 ∶ Parameter usaha pengembangan energi dalam hal investasi modal,   pemeliharaan 
dan biaya insfrastruktur untuk sumber energi tak terbarukan. 
 Menurut [6] untuk mencari tingkat produksi sumber energi tak terbarukan yang optimal 
maka digunakan prinsip minimum pontryagin. Agar  mendapatkan waktu yang optimal 
dalam produksi sumber energi tak terbarukan sehingga dapat meminimumkan biaya 






Adapun, langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai 
berikut:  
1. Diketahui persamaan diferensial dinamik tingkat produksi sumber energi tak 
terbarukan sebagai berikut:   
?̇?  =  
𝑑𝑥
𝑑𝑡
= 𝛼𝑢2 − 𝛽𝑥𝑘 
Kemudian berdasarkan Persamaan (2.21) di ketahui fungsi tujuan untuk kasus 










2. Dibentuk Persamaan Hamilton dan Lagrange berdasarkan diferensial dinamik dan 
fungsi tujuan pada  nomor 1.  
3. Selanjutnya, berdasarkan langkah nomor 2, ditentukan 𝐻𝑢2 = 0, 𝐿𝑥 =
−?̇? dan 𝐿𝑢2 = 0. 
4. Dari 𝐻𝑢2 = 0 pada nomor 3 didapatkan fungsi kendali yaitu tingkat produksi 𝑢2(𝑡).  
5. Dari 𝐿𝑥 = −?̇?  dan 𝐿𝑢2 = 0 pada nomor 3 didapatlah . 
6. Kendali 𝑢2(𝑡) dari langkah nomor 4 disubtitusikan ke persamaan diferensial 
dinamik pada langkah nomor 1.  
7. Kemudian dibentuk turunan kedua dari persamaan diferensial dinamik pada nomor 
6.  
8. Dicari solusi turunan kedua pada langkah nomor 7 yang merupakan solusi untuk 
tingkat produksi.  
9. Selanjutnya diaplikasikan solusi tingkat produksi dalam langkah nomor 7 dengan 




BAB V  
PENUTUP 
5.1 Kesimpulan 
Berdasarkan pembahasan pada Bab IV maka diperoleh kesimpulan bahwa 
berdasarkan persamaan diferensial sistem dinamik untuk tingkat produksi pada model 
sumber energi tak terbarukan pada waktu berhingga, diperoleh solusi tingkat produksi 
untuk model sumber energi tak terebarukan yaitu:  




b. Ketika mencari solusi 𝑥𝑝 dengan memisalkan 𝑥 = 𝐴𝑥
2 + 𝐵𝑥 + 𝐶 diturunkan 





c. Setelah itu diperolehlah persamaan tingkat produksi sumber energi tak terbarukan 
yang optimal untuk solusi 𝑥𝑝 yaitu 𝑥(𝑡) = 𝐶1𝑒
𝑟𝑡 +  𝐶2𝑒
−𝑟𝑡 + 𝐶. Dengan nilai 
𝑐1dan 𝑐2  yaitu: 
𝑐1 =


















Tugas akhir ini menjelaskan tentang tingkat produksi sumber energi pada model 
sumber energi tak terbarukan dengan waktu berhingga. Dan juga memaparkan tentang 
persamaan diferensial dinamik untuk model sumber energi tak terbarukan dengan 
menggunakan teori kendali optimal. Maka saran yang ingin di sampaikan adalah 
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